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PRINCIPES GÉNÉRAUX 

DU MOUVEMENT DES FLUIDES. 
fa r H. EULE R. 

l. 

A yant établi dans mon Mémoire précèdent les principes de l’équili- 
bre des fluides le plus généralement, tant à l’égard de la diverfe 
qualité des fluides, que des forces qui y puiflènt agir ; je me propo* 
fe de traiter furie même pied lé mouvement des fluides, & de recher- 
cher les principes généraux , fur lesquels toute la fcience du mouve- 
ment des fluides eft fondée. On comprend aifément que cette matiè- 
re eft beaucoup plus difficile, & qu’elle renferme des recherches in- 
comparablement plus profondes : cependant j’efpère d en venir auffi 
heureufement à bout, de forte que s’il y refte des difficultés, ce ne fera 
pas du côté ou méchanique, mais uniquement du côté de l’analytique: 
cette fcience n’étant pas encore portée à ce degré de-perfection, qui 
feroit néceflaire pour déveloper les formules analytiques, qui renfer- 
ment les principes du mouvement des fluides. 

II. U s’agit donc de découvrir les principes, par lesquels on 
puiffe déterminer le mouvement d’un fluide, en quelque état qu’il fe 
trouve, & par quelques forces qu’il foit follicité. Pour cet effet exa- 
minons en détail tous les articles, qui continuent le fujet de nos re- 
cherches, & qui renferment les quantités tant connues qu’inconnues. 
Et d’abord la nature du fluide eft fuppofée connue , dont il faut confi- 
dérer les diverfes efpeces : le fluide eft donc, ou incomprelfible , ou 
compreflible. S’il n’eft pas fusceptible de compreffion, il faut diftin* 
guer deux cas, l’un où toute la maflè eft compofée de parties homo- 
gènes, dont la denfité eft partout & demeure toujours la même, l’au- 
tre 


tre où elle eft compofée de parties héterogenes ; & ici on doit favoîr 
la denfité de chaque erpece , & la proportion du mélange. Si le fluide 
eftcompreflïble, & que fa denfité foit variable, il fout connoitre la 
loi, félon laquelle fon élafticité dépend de la denfité; fi c’eft unique- 
ment de la denfité, que l’élafticité dépend, ou encore d’une autre 
qualité, comme de la chaleur, qui èft: propre à chaque oarticule du 
fluide, au moins pour chaque înftant du rems, 

IH. On doit auflï fuppofer, que l’état du fluide dans un certain 
tems foit connu , & que je nommerai l’état primitif du fluide : cet 
état étant quafi arbitraire, il faut premièrement connoitre la diFpofition 
des particules, dont le flirde efteompofé, & le mouvement qui leur 
aura été imprimé, à moins que dans l’état primitif le fluide n’ait été en 
repos. Cependant le mouvement primitif n’eft pas entièrement arbi- 
traire, tant la continuité que l’impénétrabilité du fluide y mettent une 
certaine limitation, que je rechercherai dans la fuite. Mais fouvent on 
neconnoit rien d’un état primitif; comme lorsqu’il s’agit de déterminer 
le mouvement d’une riviere; & alors les recherches fe bornent pour 
l’ordinaire à trouver l’état permanent, auquel le fluide parviendra en- 
fin fans fubir de nouveaux changement Or, ni cette circonflance, ni 
l’état primitif, ne changent rien dans les recherches qu’on aura a entre- 
prendre , & le calcul demeurera toujours le même : ce n’eft: que dans ' 
les intégrations, où il y faut avoir égard pour déterminer les confian- 
tes, que chaque intégration amene. 

IV. En troifième lieu, il faut compter -parmi les données les forces 
externes, à la follidtation desquelles le fluide eft aflbjetti : je nomme ici ces 
forces externes, pour les diftmguer des forces inteftines, dont les par- 
ticules du fluide agiflènt les unes fur les autres, vu que celles- cy font le 
principal objet des recherches à foire enfuite. On peut donc fuppofer, 
que le fluide ne foit follicité par aucune force externe, ou feulement 
par la gravité naturelle, qu’on regarde partout comme delà même 
quantité, & même direction. Or, pour rendre les recherches plus 
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générales, je confidéreraî le fluide follicité par des forces quelconques, 
foit qu elles foient dirigées vers un ou plufieurs centres , foit qu’elles 
fuivenr, tant par rapport à leur quantité qu a leur direélion, une aurre 
loi quelconque. De ces forces on ne connoit immédiatement que 
leurs actions accélératrices, fans avoir égard aux maflcs fur lesquelles 
elles agiiïènt. Je n’introduirai donc dans le calcul que les forces accé- 
lératrices, d’où il fera aife de tirer les véritables forces motrices, en 
multipliant celles-là en chaque cas par les mafles, qui en reçoivent la 
folliciration. 

V. Paflons maintenant aux articles, qui contiennent ce qui eft 
inconnu. Or, pour connoitre bien le mouvement, dont le fluide fera 
porté , il faut déterminer pour chaque infant & pour chaque lieu, tant 
le mouvement que la preflioi} du fluide qui s’y trouve : & fi le fluide 
eft compreffible, il en faut outre cela définir 1a denfité, en connoifTant 
la-dite autre qualité, qui avec la denfité concourt à déterminer l’élafti- 
cité ,* laquelle étant contrebalancée par la preflion du fluide , lui doit 
être eftimée égale, tout comme dans le cas d’équilibre, où j’ai deve- 
Iopé plus foigneufemem ces idées. On voit donc que le nombre 
des quantités, qui entrent dans la recherche du mouvemenr, eft beau- 
coup plus grand, que dans le cas d’équilibre, puisqu’il faut introduire 
des letrres, qui marqueur le mouvement de chaque particule, & que 
toutes ces quantités peuvent varier avec le tems. Donc, outre les let- 
tres qui déterminent la fituatjon de chaque point, qu’on peut conce- 
voir dans la mafle fluide, on doit aufll en faire entrer une, qui marque 
le rems déjà écoulé, & qui par fa variabilité puiffe être appliquée à cha- 
que rems propofé. 

VI. Soir donc écoulé après un état primitif le tems 6c que 
maintenant le fluide fe trouve dans un état & mouvement, qu’il faut 
chercher. Quel que foit l’efpace que le fluide occupe à préfenr, je 
commence par confidërer un point quelconque Z , qui fe trouve dans 
la mafle fluide; & pour faire entrer dans le calcul la firuarion de ce 
point Z, je le rapporte à trois axes fixes, OA, OB, & OC, perpen- 
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diculaires entr’eux au point O , & donnés de pofition. Que les deux 
axesOA & OB fe trouvent dans le plan, que la Planche repréfen- 
re, Ôc le troifième OC y foit perpendiculaire. Qu’on tire donc du 
point Z au plan AOB la perpendiculaire ZY, & du point Y à Taxe 
OA. la normale YX pour avoir les trois coordonnées: OX — .r 
XY — y, ôc YZ “ s, parallèles à nos trois axes. Pour chaque 
point conçu dans la mafle fluide, ces rrois coordonnées x, y , & s, 
auront des valeurs déterminées, & en donnant à ces rrois coordonnées 
fucceflivement toutes les valeurs pollibles, tant pofitives que négatives, 
on parcourra tous les poinrs de l’efpace infini , ôc partant auffi ceux, 
qui fe trouvent dans l’epace , que le fluide occupe à chaque inftant. 

VII. En fécond lieu, je confidére les forces accélératrices, qui 
agiflent dans l’inftant préfenr fur la particule du fluide, qui fe trouve 
en Z; or, quelles que foient ces. forces, on les peut toujours réduire à 
trois, qui agiflent fuivant les trois direflions ZP, ZQ^, & ZR, pa- 
rallèles à nos rrois axes OA, OB, ôc OC. En prenant donc l’u* 
niré pour marquer la force accélératrice de la gravité naturelle, foient 
P) Qj & R) forces accélératrices, qui agiflent fur le point Z 
fuivant les direflions ZP, ZQj & ZR; & ces lettres P, Q, & R, 
marqueront des nombres abrolus. S’il y a toujours les mêmes forces, 
qui agiflent dans le même point de l’efpace Z, les quanrirés P, Q, ôc R, 
feront exprimées par des certaines fon&ions des trois coordonnées 
x, y ôc & ; mais en cas que les forces variaflènt auffi avec le tems f , 
elles renfermeront encore le tems t. Or je fuppofe ces fonéfions 
connues, puisqu’on doit compter les forces folliciranres parmi les 
quantités connuës, foit qu’elles dépendenr uniquement des variables 
x y jr, s, ou encore du tems t. 

VIII. Que r exprime maintenant la chaleur au poinr Z, ou 
cette autre qualité, qui outre la denfiré influe fur l’élafticiré, au cas que 
le fluide foit compreffible, 6e r doit auffi être confidérée comme une 
fonction des rrois variables x, y , z, ôc du tems /, puisqu’il pour- 
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roit arriver, qu’elle changeât avec le rems dans le même point Z de 
l’efpace ; on pourra donc regarder cette fonction comme connue. 
Soit enfuite pour le tems préfenr la denfité de la particule du fluide, qui 
fc trouve en Z, ~ marquant par l’uuité la denfité d’une certaine 
matière homogène, dont je me fervirai pour mefurer les preifions par 
deshauteurs, comme je l’ai expliqué plus amplement dans mon Mémoire 
fur ]’équi!ibre des fluides. Soit donc auffi pour le tems préfenr la près* 
fion du fluide au point Z exprimée par la hauteur ZZ p , qui mar- 
quera donc auffi l’élafticiré $ & puisque la nature du fluide eft fuppo- 
fée connuë, on faura le rapport, que la hauteur p tient aux quanti- 
tés ^ ôi r. Or p & q feront de même des fondions des quatre 
variables x, jy, c, & r, mais inconnues; mais quand le fluide n’eft 
pas incomprcfiible, la prelfion p eft indépendante de la denfité & 
l'autre qualité y n’entre point du tout en confidération. 

IX. Enfin, quel que foit le mouvement, qui convient à Tînftant 
préfent à l’élément du fluide, qui fe trouve en Z, il pourra auffi être 
décompofé fuivant les directions Z P, ZQj & ZR, parallèles à nos 
trois axes. Soient donc «, v } & w les vitefles de ce mouvement 
décompofé félon les trois directions ZP, ZQ^ & ZR, & il eft clair 
que ces trois quantités doivent suffi être confidérées comme des fonc- 
tions des quatre variables x, j, s, & t. Car ayant trouvé la nature 
de ccs fonctions, fi l’on met le rems t confiant, on connoitra par la 
variabilité des coordonnées x, y, & s, les trois vitefiès i/, v t & tv, 
& partant le vrai mouvement dont chaque élément du fluide eft porté 
dans l’inftant préfent ; & fi l’on mer confiantes les coordonnées r, y, 
& c, Ôc qu’on confidére Je feul rems t comme variable, on trou- 
vera le mouvement, non d’un certain élément du fluide, mais de tous 
les élémens, qui pafleronr fuccefiîvement par le même point Z, ou 
on en connoitra û chaque rems le mouvement de cet élémenr du fluide, 
qui fe trouvera alors dans le point Z, 

X. Mais voyons auffi quel chemin décrira l’élément du fluide, qui 
eft à préfent en Z, pendant le reras infiniment périt ât \ ou à quel 

point 
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point il fe trouvera un inftant après. Or, 'fi nous exprimons l’efpace 
par le produit de la viteflè & du tems, l’élément du fluide, qui eft 
à préfent eh Z, fera porté dans la direction Z P par l’efpace zz »dt } 
dans la direftion ZQ^par l’efpace zzvdt , & dans la direélion Z K 
par l’elpace ~u/dt. Donc, fi nous pofons : 

ZP zz udt , ZQ^~ vdt, & ZR — wdt , 

& qu’on achevé de ces trois côtés le parallelepipede , f’angle oppofé 
à Z marquera le point, où l’élément du fluide en queftion fe trou- 
vera après le tems dt , & la diagonale de ce parallelepipede, qui eft 

donnera le vrai chemin décrit, & par- 
tant la viteflè de ce vrai mouvement fera ZZ Y (ws— 1 — vv— \-ww') ; 
& la direélion fe déterminera aifément par les cotés de ce paralleli- 
pipede ; car elle fera inclinée au plan AOB d’un angle dont le finus 

— ~ au plan A OC d’un angle dont le finus 

V(au~\~vv~\-wu,) r & 

— - , & enfin au plan B O C d’un angle dont 

y (««-+- v v— f— wie) u ° 

le finus eft zz 577 r“~ — r t- 

y (uu -\-vv-\- ww) 

XI. Ayant déterminé le mouvement du fluide , qui fe trouve 
à l’inftant préfent au point Z, examinons auflt celui d’un autre élé- 
ment quelconque infiniment proche, qui foit en 0, auquel point ré- 
pondent les coordonnées x-^-dx, y~\- Jy, & z^-dz. Les tt ois 
vitefTes de cet élément félon les direétions des trois axes feront donc 
exprimées par les quantités », v } », après qu’on y aura fubftitué 
x~\~dx } y-\-dy, & s -4 - dz ; ou après qu’on y aura ajouté leurs 
différentiels en pofant le tems / conftanr. Or entant qu’on met 
X^\-dx au lieu de .r, les incrémens de », », & », font : 

dX QÙ'* dX (dÙ 5 & âX (dÙ > 

& 


& entant qu’on met y -+- dy au lieu de y les incrémens font : 

& iy © ; 

& il en eft de même à l’égard de la variabilité de z. Donc les trois 
vitefles de l’élément du fluide, qui fe trouve à préfenc en s, feront 


fuivant la direction OA » 


fuivant la direction O B “ v 


fuivant la direction OC : ~w 


K£)+*® 

<£)+0 

0+0 


O 

O 
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XII. Ce font les vitefles , qui conviennent à un élément du flui- 
de en s, qui eft infiniment proche du point Z, & dont le lieu eft 
déterminé par les trois coordonnées x-j-âx, y-+-ây 7 & z-\~àz. 
Donc fi nous prenons le point z en forte, que la feule x y foir changée 
de àx 7 les deux autres coordonnées y & a demeurant les mêmes 
que pour le point Z, les trois vitefles de l’élément du fluide qui fe 
trouve en ce point s, feront; 

; '• w ~^ ix (S) 

par lesquelles cet élément fera transporté pendant le tems ât dans un 
autre point z* 7 dont il s’agit de définir le lieu par rapport au point 7J f 
qui foit celui, auquel l’élément du fiuide, qui étoit en Z eft trans- 
porté pendant le même tems ât ; & dont le lieu a été déterminé d- 
deflus (§. 10 .). Pour connoître ce point z* , je remarque, que fi 
les vitefles de z étoient parfaitement les mêmes que celles de Z, le 
point z ( tomberoit en /?, de force que la diftance Z 4 p ferait égale 
& parallèle à la diftance Zs. Et puisque par l’hypothefe Z z eft 
parallèle à l’axe OA, & égale à dx 7 la ligne 7Jp fera auflï ~dx, 
& parallèle à l'axe OA. 


XIII. 




XIII- Maintenant, puisque la vi telle félon OA n’eftpas a, mais 
, par cette différence l'élément en queftion fera trans- 
porté de p & fur la direction Z'/, de forte que pq~dtdx (£> 
il feroit donc en q> fi les deux autres viteflës étoient v de w. Mais 
puisque la vitefle félon Taxe O B eft e— ) cette différence 

transportera notre élément de q & r, par Tefpace qr~ âtdx (^^ , 
& parallèle à l’axe O B. Enfin l’incrément de la viteffe w 

transportera l’élément de r en a/, par la particule rzi^zdtdx^^, 

& parallèle au troifième axe O C. D’où je conclus que l’élément du 
fluide, qui occupoit la petite ligne droite Z z, fera dans le rems dt 
transporté fur la ligne TJzf-, qui fera infiniment peu inclinée à l’axe OA, 

& dont la longueur à caufe de 7J q “ dx fera 

Donc, en négligeant les termes, qui renferment le quarré de dt y 
la longueur de Z z 1 ne différera pas de Z^, & on aura : 

Z V = dx G +*(£))> pour l’inclinaifon de cette ligne à Taxe 

OA il fuffic de remarquer, qu’elle eft infiniment petite du premier 
degré, ou exprimée en forte adt. 


XIV. Si la petite ligne Z z avoir été prîfe “ dy , & paral- 
lèle à l’axe O B, par le même raifonnemem on trouveroir, que le 
fluide qui occupoit cette* ligne fût transporté fur une autre 
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& dont l’ inclin ai fon à l'axe O B fut 


auflî infiniment petite. Et fi Von prenoit la ligne Zb & pa- 

rallèle au troifième axe OC, le fluide qui Poccupoit feroit Transporté 

fur une autre ligne Z V ” -+- <7 1 > & qui feroit infi- 


niment peu incliné à l’axe O C. Donc, fi nous confidérons un paralie- 
lepipede reétangle ZPQRs/^f formé des trois côtés ZP~7.r, 
ZQ^ZH à y , & ZR ~ dz, le fluide qui occnpoir cetefpace fera 
transporté pendant le tems dt à remplir l’efpace 7J ^ Ç^Rf z { p* q 1 
infiniment peu difl'érentd’un parallélépipède re&angle, dont les trois 
côtés feronr : 


z /p '=K I+ "0) ; z 'Qi=^('+<g)) ; z*/=*(.+*(£)) 

Car les curés Z P, ZQj ZR, étant transportés en Z'P', Z'Q^, Z'R', 
on ne fauroir dourer que le fluide contenu dans Je premier efpace ne 
foii transporté dans l’autre efpace pendant le tems dt. 


XV. K préfenr on pourra juger fi le volume du fluide, qui a 
occupé le paralïelepipede Z*, eft devenu plus grand ou pius petit 
après le tems dt : on n’a qu’à chercher le volume ou la capacité de 
l’un & de l’autre de ces deux folîdes. Or le premier érant un parallè- 
le pipe de* rcékngle formé des côtés dx, dy , r/a, fon volume ett 
\I2dxdyd%\ mais pour l’autre, dont les angles plans diflerent infi- 
niment peu du droit, je remarque que fon volume fe trouve égale- 
ment en multipliant ces trois côtés ; car l’erreur qui réfuîre de l’obli- 
quiré infiniment petite fera contenue en des termes, où l'élément du 
tems dt monteroit à deux dimenfions , qu’il efl permis par confé- 
quent de négliger. Ce volume ZV fera donc exprimé en forte : 


Si 
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Si l’on a voit encore quelque doute fur la juftefTe de cette conclufion, 
on n’auroit qu’à lire ma Piece latine : Principia motus fluiJorum: où 
j'ai calculé ce volume fan» rien négliger. 


XVI. Donc, fi le fluide n’eft pas fufceprible de compreffion, cee 
deux volumes doivent être égaux entr’eux, puisque lamafiè, qui oc- 
cupoit l’efpace Z s , ne fauroir être réduire, ni dans un plus grand, ni 
dans un plus petit efpace. Mais, puisque je me propofe de traiter t cêtte 
mariere dans toute la généralité pofflble, Ôc que j’ai nommé la denfité 
en Z ” q , confidérant q comme une fon&ion des trois coordon- 
nées & du tems, je remarque, que pour Trouver la denfité en Z il 
faut premièrement augmenter le tems t de fon différentiel dt> enfuite 
Je lieu Z' étant ‘différent de Z, les quantités x, y, a, doivent être 
augmentées des petits efpaces udt, vdt, w d t ; d’où la denfité 
en Z ' fera : 

ôc de là, puisque la denfité eft réciproquement proportionnelle, au vo- 
lume, cette quantité fera à q, comme dxdydz à 

Par conféquent, en divifanr par dt , nous aurons cette équation, que 
la confédération de la denfité fournit : 




XVII. Voilà donc une condition bien remarquable, qui établit 
déjà un certain rapport entre les trois vitcffcs x 3 y y & s, à l’égard de 
la denfité du fluide q. Or cette équation peut erre réduite à une plus 

idq 

dx 


^ > puisque 


grande fimplicité: car «0^ ne différé pas de ^ 


N n a 


par 
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par cette maniéré d’exprimer il faut entendre, que dans la différentia- 
tion de q la feule quantité x eft prife pour variable ; il eft donc de 

même : d’où il eft évident que 

. fdf\ (uâq-\-qdti\ f à qv\ 

prenant le différentiel du produit qu en forte, qu’on regarde la feule 
quanrité x comme variable. C’eft pourquoi notre équation trouvée 
fe réduit à celle -cy : 



Si le fluide n’étoit pas compreffible , ladenfité q feroir la même en Z> 
& en Z', & pour ce cas on auroit cette équation : . ' 

(?£) ■+■ GP © — °- 

qui eft aufli celle fur laquelle j’ai établi mon Mémoire latin allégué 
et - deflus. 


XVIIL Cette formule ayant été fournie par la confïdérarion 
de la continuité du fluide, renferme déjà un certain rapport qui doit 
régner entre les quantités s, », ît, & f Les autres déterminations 
doivent être tirées de la confidération des forces, auxquelles chaque par- 
ticule du fluide eft aflujertie : or, outre les forces accélératrices F, Q, R, 
quiagiflènt fur le fluide en Z, il eft auiîî follicité par la preflion qui 
agir de toutes parts fur l’élément du fluide contenu en Z. De la com- 
binaifon de ces doubles forces on tirera trois forces accélératrices félon 
la direction des trois axes; & puisqu’on peut affigner les accélérations 
mêmes par la confïdérarion des vitefles u, v, & ‘in, nous tirerons de 
là rrois équations, qui jointes à celle que nous venons de trouver, ren- 
fermeront tout ce qui regarde le mouvement des fluides, de forte que 
nous aurons alors des principes généraux & complets de toute la 
fcience du mouvement des fluides. 
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• XIX. Pour trouver les accélérations que l’élément du fluide en 
Z fubit, nous n’avons qu’à comparer les vice/îès v , w, qui ré- 
pondent à préfent au point Z / avec celles qui répondent apres le 
rems dt au point Z /. Jl arrive donc un double changement, & à 
l’égard des coordonnées r, y , s, qui reçoivent les incrémens udt } 
vdt, ivdty 8c à celui du tems qui augmente de ât. D’où les trois 
vil elles qui conviennent au point Z / font : 

félon la direction OAzz« — l— !fx 3 

félon la direction O B “ v -f- 

félon la dire&ion OC ZZW-^-dt -f- 

Et partant les accélérations , étant exprimées par les incrémens des 
vit elles divifés par l’éle'ment du rems dt, feronr .* 

r 'i° n iadir ' fti ° n ° a = 

félon la direaion OB = (£) + 

félon la direftion OC = (^)+«0+^(^)-l-»(^) 


.XX. Cherchons maintenant les forces accélératrices félon ces 
mêmes directions, qui rôfulcenc despreiïions du fluide fur le parallé- 
lépipède Z s, dont le volume eft — dxdydt , , 6c partant la maflè du 
fluide qui l’occupe “ çdxdydz. Or la preflion au poinr Z étant 
exprimée par la hauteur />, la force motrice, qu’en reçoit la face 
ZQR;?eft — pdydz ; & pour la face oppofée &^rP ” dydz, la 

hauteur p eft augmentée de fon différentiel dx (£)■ qui ré fuite 

N n a 


en 
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enfuppofant la feule x variable. Donc cette mafle fluide Z a eft repous* 
fée dans la direflion AO par la force motrice dxdydz > °u 

bien par la force accélératrice ^ — œ> De même maniéré on 
verra que la mafle fluide Zc. eft follicicée dans la dire&ion B O par 
la force accélératrice “ ^ ^ ns ^' re< ^’ on O O par la for- 
ce accélératrice “ Ai outons à ces forces les données P>QjR> 

& les forces accélératrices entières feront : 

■Jps 


félon la direction O A ~ P — yOaD 
felon la direflion ,'OB S Q_ — -$) 


félon la direftion O C “ R — — ( 

a \dz-s * 


XXI. Nous n’avons donc qu’à égaler ces forces accélératrices 
avec les accélérations actuelles que nous venons de Trouver, & nous 
obtiendrons les trois équations fuivaîltes : 

*-&>=&+■<£>+’$ )+-cfo 

i- j0= (S) +-(È>+-0 +<£) 

«-7<tl=<î)+'©+<ç)+*(S) 

Si nous ajoutons à ces trois équations premièrement celle, que nous a 
fournie la confédération de la continuité du fluide ; 

<s 
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& enfuite celle que donne le rapport entre l’élafticiré la denfiré ç> 

& l’autre qualité r , qui influé fur l’élaUicîré /?, outre la denfiré 
nous aurons cinq équations qui renferment toute la Théorie du mou* 
vement des fluides. 

XXII. De quelque nature que foîenr les forces P, Qj R , pour- 
vu quelles fuient réelles, il faut remarquer que P QJy-\- Rdz 

efl toujours un différentiel réel d’une certaine quantité finie <5c dé- 
terminée, en fuppofant les trois coordonnées x> y } & a, variables ; 
de forte qu’il y aura toujours : 



& fl nous pofons ccrre quantité finie “ S , en forte qu’il y ait ; 
dS ~ Pdx — (- Qdy —J— Rdz 

en fuppofant le tems t confiant, en cas que les forces P, R, 
changent auflï avec le rems aux memes endroirs ; cette quantité S ex- 
prime ce que je nomme l’effort des forces follicirantes, & qui efl la 
fb.mme des intégrales de chaque force multipliée par l’élémenr de fa 
direction , ou par le petit efpace , par lequel elle traineroir un corps 
qui obeïroit à fon rélion. Cette idée de l’effort efl de la dernier e im- 
portance dans toute la Théorie, tanr de l’équilibre que du mouvement, 
ayant fait voir, que la fomme de tous les efforts efl toujours uu maxi- 
mum ou minimum. Cette belle propriété convient admirablement avec 
le beau principe de la moindre aélion ; dont nous devons la découver-; 
te à notre Illuflre Pré fi dent, M. de Maupertuis. 

XXIII. Comme les équations que nous venons de trouver, ren- 
ferment quatre variables ar, j/, 3, & t , qui font abfolument indé- 
pendantes entr’elles, vu que la variabilité des trois premières s’étend fur 

tous 
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tous les élémens du fluide, & de la derniere à tous les tems, il faut 
que les autres variables v> v, îÿ, p t & ÿ, en foient de certaines 
fondions, pour que les équations puiffenc fubfifter. Car, bien qu’nne 
équation différentielle entre deux variables foit toujours poflîble, on fait 
qu’une équation différentielle, qui renferme trois ou plufieurs varia- 
bles, n’eft poflîble que fous certaines conditions, en vertu desquelles 
les termes de l'équation doivent tenir un certain rapport entr’eux. Il 
s’agit donc de favoir de quelle nature doivent être les fondions de x, 
y y », & £, qui expriment les valeurs de u y y, iu,p, & afin- 
que les équations foient poflibles , avant qu’on puiffe entreprendre la 
réfol ution de ces mêmes équations. 


XXIV. Multiplions donc, des trois équarions trouvées en der- 
nier lieu, la première par dx } la fécondé par dy, & la croiflème par 

du, & puisque dx (^)-T~dyÇ^-\-da(^^, marque le diffé- 
rentiel de p en ne fuppofant que le rems t confiant, nous obtiendrons : 

dS- J -£—+dy « dy (^.)+ v dy ÇÙL~)+. w dy ÇÎV) 


Voilà donc une équation differenrielle , ou le tems eft pris confiant, <Sc 
dont il s’agit de trouver l’intégrale. Or il faut remarquer que cette 
feule équation renferme tellement les trois dont elle compofée, que, 
dès qu’on aura fatisfait à celle - cy , les conditions de toutes les trois 

J 

feront remplies. Car, fi i/S - eft égal aux trois lignes, en pre- 

dp 

nanc jc, y & z variables, la partie de dS — — qui réfülte de la va- 

% riabi- 


& 

T» 
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riabilité de la feule .r, qui e fl: ^ ’ doit n ® ce ^ a ‘ re * 

ment être égale à la première ligne, & ainfï des deux autres. Les 
membres (yjy) > 5 ^ 0/t0 j 9 u * ont ^^ trouvés de la va- 


riabilité da tems r, puisqu’ils marquent des fondions finies, n’empc- 
chc-nt pas, que le tems £ ne pui/fe à préfent erre pris pour confiant. 


XXV. Concevons que cette équation font déjà réfoluë, & on 
aura trouvé de certaines fondions finies de x, y y », 6c t pour les 
valeurs des quantités », v, w , q , 6c p\ qui étant fubfti tuées dans 
l’équation différentielle, en fuppofant le tems t confiant, produifent 
une équation identique. Or, puisque après cette fubftitution nous au- 
rons trois fortes de termes, les uns affeéîés par dx, les autres par dy > 
6c les troificmes par dz, l’identification nous conduit à trois équa- 
tions *, d’où il eft clair, que quoique nous ne confidérions qu’une équa- 
tion différentielle, elle a en effet la force de trois, 6c qu’elle nous dé- 
termine trois de nos inconnues. Ce qui eft auflî clair de là, qu’une 
équation différentielle à trois variables, comme L^jr-t-M^yn-Nds”© 
n’cft poffible, à moins qu’un certain rapport entre les quantités L, M, 
& N, n’ait lieu. IVhis, comme on n'a encore que fort peu travaillé 
fur la réfolution de telles équations différentielles à trois variables, nous 
ne faurions efperer une folution complette denotre équation, avant que 
les bornes de l’Analyfe ne foient étendues confidérablement plus loin. 

XXVI. Le meilleur parti à prendre fera donc de bien pefer les 
folutions particulières, que nous fommes en état de donner de notre 
équation différentielle ; car de là nous pourrons juger de la route, qu’il 
faut prendre pour arriver à une folution complette. Or j’ai déjà re- 
marqué que dans le cas, où la denfité q eft fuppofée confiante, on 
peut donner une fort belle folution, lorsque les viteffes », r, 6c w, 
font telles, que la formule différentielle udx vdy yjdz admet 

JWw. dt FJisd, Tom.XI, O 0 l’inté- 
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l’intégration. Suppofons donc que W foit cette intégrale, étant une 
fonftion quelconque de x t y , s, & du tems t y & qu’en la diffé* 
rendant, fi l’on prend aullî t pour variable , on ait : 

d w m udx — (— vdy — f- w â% — (— n ât. 

Ceîa pofé, les quantités «, t», tu, & II, auront tels rapports en* 
tr 'elles qu'il fera : 

Cf )=fi) > &=& i <s=® 

, /^\ /^ik wru 

\jzJ ’ \dt) '■dy ) ' 3 \(ft J \/a/ ■ 

XXVIT. Par ces égalités notre équation différentielle pourra être 
réduite à la forme fuivante : 

JS- *=+«’(^) (jfi 

Or puisque ici le tems t eft fuppofé confiant, nous aurons pour certe* 
même hypothefe ; 

" GÎ )+« 07)+'-(2 = « 

"Æ)+*(ç)+'-®='- 

<Scc. 


donc 


& $ 

donc notre équation fe changera en celte ■ cy : 

dS — rî'TI udu — f— vdv — iv 3 iv , 

ou dp — ^ <vs — — ('(/v — 

Et partant, fi la denfiré du fluide étoit partout la meme, ou g — g 
on auroit en intégrant : 

p —g (C— S — II — i#u — -f vv — {ww}. 

XXVIII. Pofons pour abréger : 

C S ÏI £ uu \vv Z ' w ' in — V, 

où il faut remarquer que la confiante C peut bien renfermer le 
teins r, vû qu’il eft regardé comme confiant dans cette intégration, 
& ayant dp ~qdV y il eft: clair que l’hyporhefe : 

d W ~ u à x — }— v à y iv du -J- n dt , 

rend auflï notre équation différentielle poflïble , lorsque 1 elafticiré p 
dépend d’une maniéré quelconque de la feule denfité q y ou que q eft 
une fonction quelconque de p . Elle devient encore poflïble, quand 
le fluide n’cft pns compreflîble, mais la denfiré q tellement variable 
qu’elle eft une fonétion quelconque de la quantité V- Et en général, 
fi l’élafticité p dépend en partie de la denfité q y de d’une autre qua- 
lité comprime dans la lettre r, cette hypothefe peut suffi fatisfaire, pour- 
vu que r foit une fonétion de V. Or dans tous ces cas, pour que le 
mouvement puiffe fubfifter avec cette hypothefe , il faut outre cela 
que cette condition ait lieu : 

C?, )+©)+(©+(© = •■ 

XXlX. Cette hypothefe eft fi générale, qu’îl paroit , qu’il 
n'y ait aucun cas, qui n’y foit compris, & partant que la for- 

O o 2 mule 


mule dp rr qdV^ jointe aux autres équations, qui n’ont presque au* 
cune difficulté, renferme généralement tous les fondemens de la Théo- 
rie du mouvement des fluides. Auffi me fuis* je uniquement attaché 
à ce cas dans mon Mémoire latin fur les principes du mouvement des 
fluides, où j’ai uniquement confidéré les fluides incompreffibles ; & 
J’ai fait voir que tous les cas, qu’on a traités jusqu’ici, où le fluide fe 
meut par des tuyaux quelconques, font renfermés dans cette fuppofî- 
rion, & que les vireflès v } & w, y font toujours telles, que la 
formule différentielle u d x — f— v d y — f— tv d z dévient intégrable. 
Cependant j’ai remarqué depuis, qu’il y a auifi des cas, même lors- 
que le fluide eft incompreifible & homogène partout, où cette con- 
dition n’a point lieu; ce qui fuffir pour nous convaincre que la folu- 
tion, que je viens de donner, n’eft que particulière. 

XXX. Pour donner un exemple d’un mouvement réel, qui 
foit parfaitement d’accord avec toutes les formules, que les principes 
de Mécanique ont fournies, fans cependant, que la formule 
udx -f- vdy H— wdz foit intégable ; foit le fluide incompreffible, 
& homogène partout, ou q une quantité confiante “ g, & qu’il 
n’y air point de forces qui y agiffent, de forte que Prro, Q^— 0 , 
& K “ o. Enfuite foit »~o, i/ztZjt, & u~ — Z où Z 
marque une fonction quelconque de V(xx -f-j yy ) , & il eft évi- 
dent que la formule uâx — J— v dy — |— wdz^ qui fe change en 

— Z y dx -f- Z xdy t n’eft intégrable qu’au cas Z~ ~ . 

Cependant ces valeurs fetisfont à routes nos formules, de forte qu’ou 
ne fauroit révoquer en doute la poffibilité d’un tel mouvement. Puis- 
que Z eft fonélion de V(xx —\—yy), fon différentiel aura telle for- 
me dZ m Lxdx -f- Lydy } où L fera encore une certaine fonc- 
tion de V(xx~\ -yy)> 


XXXT. 


XXXI. 

De ces valeurs de k, v } 

5c w nous rirons : 

G3=°- 

©=-*■* (ç) 

i= - z - l »> (M) = 

CD=- 


|= + l ^ ! C-i)= 


/ dw\ / rfîrf' 

\dxj ° 7 \rfy> 

)=• •■ ©= 


O 


0 


O 


& à caufe de dS zz o , nous aurons cette équation différentielle en 
pofanc le rems t confiant : 


à p r+LZjryyfl'jr-ZZjr^jr-LZ^fl'A-'l 

£ ~ ZZ y dy - L Z * r y rfy + LZ .t\r yr/yj — Z Z 

Ayant donc dp —gZZ(xdx ydy^ puisque Z eft fuppofée 
fonflion de V (xx -f- y y), cetre équation fera fans doute pojfîîble, 
& donnera pour intégrale p'ZZgfZZ (xdx — f- y rfy). On voit 
que l'équation différentielle feroit devenue poflîble, quand même le flui- 
de auroit été folliciré par des forces quelconques P, Q_, R, pourvu 
que Pdx Qrfy ~f“ foit un différentiel po/ÏÏble “ rf$ } 

car alors on auroit p “ g S -f- g /XX (x d x -f- ydy ). 


XXXII. Comme ces valeurs u 7. y , v 5c *p “ o, 

fatisfont à notre équation différentielle, on verra qu’elles rempliffent 
tuffi la condition contenue dans la formule : 

©)+fé'M?)+(ï)=- 

Car, à caufe de ÿ— elle fera changée en celle- cy : 

— gL *y g h x y “ o 

qui étant identique farisfaît aux conditions requifes, Donc il eft bien 
polfible, qu’un fluide ait un tel mouvement, que les vîreffes de cha- 
cun de fes ététrtens fuient : u Zy, v — Zx y & »“o, 

O o 3 quoi- 


0 0 

quoiqu’il ne foit pas Kt/jr — | — vdy — |— wrî'a une formule différentielle 
polïtble ; d’où l’on eft affnré, qu’il y a des cas, où le mouvement 
d’un fluide eft pofîîble, fans que cette condition, qui paroi finir géné- 
rale, ait lieu. Ainfi la fuppofition de la poffibilité de la formule diffé- 
rentielle t iJx -4- vdy wdz , ne fournit qu’une folution parti* 
cùliere des formules que nous avons trouvées- 


XXXnL TI -eft évident, que îe mouvement renfermé dans ce 
cas fe réduir à un mouvement de rotation autour de l'axe OC; &, 
puisque ce, qui eft dit de l’axe O C, fe peut appliquer à tout autre axe 
fixe, nous concluons qu’il eft po/îîble , qu’un fluide follicité par des 
forces quelconques, dont l 'effort eft~S, ait un rel mouvement au- 
tour d’un axe fixe, que les viteflès de rotation foient proportionnelles 
ù une fonction quelconque de la diftance à cet axe. Ainfi pofant s 
la diftance de cer axe, fie la vitefie de rotation à cette diftance “ Ét, 
à caufe de jcx — f— y y “ rr, &ZZjr“aa, la preffion y fera ex- 
primée par la hauteur p~gS Un tel 

S 

'mouvement, qui repréfente celui d’un tourbillon , eft donc également 
.poifible, que ceux qui font contenus dansla formule udx-}-vdy-\~v!<h 
entant qu’elle eft intégrable. Sans doute y a — t— il encore une infi- 
nité d’autres mouvemens , qui fatisfaifant à nos formules, font autfi 
également polfibles. 


XXXIV. Retournons à nos formules générales, & puisqu’el- 
les font un peu trop compliquées, pofons pour abréger : 


( 


i/f/\ 

ItJ 

GD 

CD 


■ ® 
" ® 
■® 




W 


w 


©=» 
® = v 

®.= ». 
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& de quelque nature quefoîenr les trois forces accélératrices P, Q, 
& R, à caufe de dS “ Pdx -4- Qdy -f- R^a, il faur que cette 
équation différentielle*, où le tems t eft fuppofé confiant, foir poflîble : 

' il —■ (P-X.) dx (Q—Y) dy -4- (R-Z) dz, 

? 

* outre cela la continuité. du- fluide exige, qu’il Toit : 

(2MtF) +(£>+(£)=" 

De quelque maniéré qu’on fatisfafle à ces deux équations, on aura tou- 
jours un mouvemcnr, qui pourra actuellement avoir lieu dans le fluide. 


XXXV. Lorsque le fluide n’eft pas compreiïible & homogène 
parrour, ou la dcnfiré q conftanre zzg’, il eft évidenr, que l’équît 
tion différentielle ne fauroic avoir lieu , à moins que le différentiel : 


(P-X)rfjr -h (Q^-Y) dy (R-Z)rfs, 

ne foit poflîble ou complet, c’eft à dire, à moins qu’il ne réfulre par la 
différentiation aCtuelle de quelque fonction finie des variables jr,y,& a, 
laquelle peur bien renfermer le rems r, quoiqu’il foir fuppofé conftanr 
dans la différentiation. 11 eft de même évident, que cette formule 
différentielle doit erre poflîble ou completre, lorsque le fluide eft com- 
preflïble , & que la denfité q eft exprimée par une fonction quelcon- 
que de lelafticiré p . Dans l’un & l’autre cas, fi nous pofons V 
pour la quantité finie, donr le différentiel foir : 

dV — (P ~X)dx -4- (Q-YVy H- (R-Z)</o, 


notre équldon différentielle fournira, ou — “ V, ou fil — V. 

S <1 

Or, pour que le mouvement foir poflîble, il faut outre cela que l’aurre 
condirion tirée de la continuité, foit remplie. 


XXXVI. Si le fluide n’eft pas compreflïble, mais que la den* 
lire q foir variable, 6c exprimée par une fonction quelconque du lieu, 

ou 
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ou des trois coordonnées x, y , a, 6 c du tems t, il ne fuffit pas 
que la formule : 

(P-X)rfjr -h ( Q—Y )dy -f- (R-Z )d% =2 dV 


foit intégrable , mais il faut outre cela que l’intégrale V foît une fonc- 
tion de q ; car ayant — “ dV , ou dp “ qdV, il eft clair que la 

preflion p ne fauroît avoir une valeur déterminée, à moins que la for* 
mule qàV ne fuit intégrable. Mais je remarque de plus , qu’il n’eft 
pas nécefllire dans ce cas, que la formule : 


(P— X) âx -h (Qj-Y) dy 4 - (R— Z )dz 

foit intégrable, pourvu qu’elle foit telle, qu’étant multipliée par une 
certaine fonftion U , elle devienne intégrable. Soit donc 
U(P~X)*/.r 4"U(Qj— Y)(/y — f- U(R — Z)(/s “ t/W, 

dp cfW , qdW 

& puisque nous avons — — "U - * ou ^ ^ P our 


la poflibiiitc de certe équation, que W foit une fon&ion de ou que 
W foit une fonction de nulle dimenfion des quantités q ôt U. 


XXXVII. Mais, en général de quelque maniéré que l’élafticité p 
dépende tant de la denfiré q, que d’une autre qualité exprimée par r y 
fonction quelconque des coordonnées x, y, z , qui pourroit encore 

J 

renfermer le tems t, il eft clair de notre équation q “ , que le 

o V 

différentiel dp doit toujours être dtvifible par dV , où dV marque 
non tant un différentiel réel, que cette formule : 

(P — X) dx 4- (Q -Y) rfy 4- (R — Z) dzj 

& cela tellement, que par la divifion les différentiels dx , dy, 6 c dz 
fortent entièrement du calcul : car tant p que q doivent toujours 
être exprimés par des fon&ions finies de x, jy , 6 c c, fans que leurs 

diffé- 
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différentiels y entrent. Or cela ne fauroit arriver, à moins qu’il n’y 
eut une fonction U, par laquelle la formule dV étant multipliée de- 
vienne intégrable: car pofant cette intégrale /UdV zz W, il eft clair 

que p doit être une fonction de W, pour que la formule ob- 

<fV 

tienne une valeur déterminée, telle qu’il convient à la denfité q. 


XXXVJII. Puisque VdVzzdW, nous aurons q “ 

d W 

donc, fi nous prenons pour une fonction quelconque des coordon- 
nées jc, jy, & s, renfermant le rems t parmi les quantités confian- 
tes, & que nous poiions p égale à une fonction quelconque de W, 
favoir /»“(£, W, & rff “rfW.^jW, nous aurons q~ U.^Wj 


donc U ~ . Et partant, de quelque maniéré que la denfité q 

VV 

foit donnée par l’élafticiré p } & quelqu’autre fonction r des coor- 


données x } y. & 5 , nous en tirerons te valeur de V & 

Ji * 0'jW* 

/W. (T} / W 

par conféquent celle de dV ” ’ — , qui nous fournît en- 

. ? 

fuite cette équation : 


(P ~X)dx (Q-Y)<y -+- (R-l)dzZZ 

d’où l’on obriendra les valeurs X, Y, 2, desquelles enfin il faut cher- 
cher les valeur des virefiës v, & w : 6c quand celles -cy fatis- 
font outre cela à la condition de la continuité , on aura un cas d’un 
mouvement poffible du fluide. 


XXXI X. Voilà donc à quoi fe réduit la quéftion fur la natu- 
re de la formule : 

(p — X)dx (q— Y) dy -H (R — Z) d%. 

Pp 


Mim. dt rdc Ad, Tom. XI. 


Lors- 
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Lorsque la denfiré q eft confiante, où quelle dépend uniquement de 
l’élafticité p, il faut que cette formule font abfolumenr intégrable, 6c 
pour cet effet il s’agir de déterminer des valeurs convenables pour les 
trois viteffes », v, & w. Or, lorsque la denfiré q dépend d’une 
fonction donnée du lieu de du rems, la formule doit être telle, qu étant 
multipliée par une certaine fonction donnée U , elle devienne intégra- 
ble. Dans l’un 6c l’aurre cas donc les virefies », v } fit w y doivent 
ctre telles que cette équation : 

(P X)dx -f- (Q- — Y) /y -f- (R Z )(fo = o 

devienne poflîble : or on fait les conditions, fous lesquelles une équa- 
tion différentielle entre trois variables devient poflible; & ayant fatisfaic 
à cette condition, il faut encore fatisfaire à celle que la continuité exige. 

XL. Ce font les conditions, par lesquelles doivent être limi- 
tées les fondions qui expriment les trois viteffes », y, fie w > fit route 
la recherche fur le mouvement des fluides revient à ce qu’on déter- 
mine en général la nature de ces fondions, par lesquelles les condi- 
tions de notre équation différentielle, fie de la continuité fuient rem- 
plies. Or puisque les quantités X, Y, fie Z, dépendent non feule- 
ment des vireffes », », St w mêmes, mai? aulTî de leur variabilité 
par rapport à chacune des coordonnées, x , y, fie s, fie encore du 
rems t , cette recherche paroir la plus profonde, qui fe puiffe trou- 
ver dans l’Analyfe : fie s’il ne nous eft pas permis de pénétrer à une 
connoiffance complette fur le mouvement des fluides, ce n’efl: pas à la 
Mécanique, fie à 1’infüffifance des principes connus du mouvement, 
qu’il en faut attribuer la eaufe : mais l’Analyfe même nous abandonne 
ici, attendu que toute la théorie du mouvement des fluides vient d’ê- 
tre réduire à la réfôlution des formules analytiques. 

XLÎ. Comme une foîurion générale doit être jugée impoflîble 
par le défaut de l’Analyfe, nous devons nous contenter de la connois- 
lance de quelques cas particuliers, 6c cela d’autant plus, puisque le 

déve- 


dévelopement de plufieurs cas femble l'unique moyen de nous con- 
duire enfin à une plus parfaire connoiflànce. Or le cas le plus fimple 
qu’on puiffe imaginer, eft fans douce lorsqu’on met les trois vireffea 
«, v y & w égales à zéro, ce qui eft le cas, où le fluide demeure 
dans un parfait repos & que j’ai rraité dans mon Mémoire précédent. 
Or nos formules trouvées pour le mouvement en général renferment 
aulïï le cas d équilibré: car puisque Xzzo, Y:n;o, & Z — q, 

nous aurons : ~ — Pdjc — (— Q dy -f- Rdz t de 

d’où nous voyons d’abord que la denfité q ne fauroît dépendre du 
tems t t ou qu’elle doit demeurer toujours la même au même endroit. 
Enfuite les forces P, R y doivent erre telles que la formule diffé- 
rentielle Vctx -j— Qdjy -4- Rdz devienne, ou intégrable, lorsque q 
eft confiante, ou dépendante uniquement del’élafticité p\ ou telle qu’é- 
tant multipliée par une certaine fonction elle devienne intégrable. 

XLIf Dans mon Mémoire fur 1 équilibré des fluides, je n’avois 
confidéré que les cas des forces follicitantes P, Q^, R, où la formule 
différentielle Vdx -q- Qdy H— devient intégrable, puisque ce 
cas parbiifoit lcfeul qui pût avoir lieu danslaNature. En effet fi la den- 
firé q eft, on confiante, ou qu’elle dépende uniquement de la prefiion p f 
ie fluide ncfiiuroit jamais être en équilibre, à moins que cette condi- 
tion des forces follicitantes n’ait lieu. Mais, en cas qu’il fut pofiible 
que les forces follicitantes tinffent une autre loi, il pourrait y avoir un 
équilibre, pourvu qu’elles fuffenc telles, qu’il y eut une fonftion U, 
qui étant multipliée par la formule Prfx Qrfy -f- Rrfs la rende 
intégrable, ou bien que l’équation différentielle P</.r4-Qtf)'-f Rtfozzo 
devienne poilible ; car alors, fi la denfité q eft exprimée par cette fonc- 
tion U, ou par un produit de cette fonélion U par une fonction 
quelconque de l’élafticîté p , l’équilibre pourra également avoir lieu. 
Oiy comme tels cas ne font peut-être pas pollibles, je ne m’arrête pas 
à les déveloper plus amplement. 

Pp 2 
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XLI1I. Après le cas d’équilibre l’état le plus fimple, qui fauroit 
fubfifter dans le fluide, eft celui où le fluide tout entier eft porté d’un 
mouvement uniforme fuivant la même direélion. Voyons donc com* 
ment cet érat eft contenu dans nos deux formules. Or dans ce cas les 
trois vitefles étant confiantes, pofons : uziLa\ v “ b ; & 


w : 


6t nous aurons : Xzzo; Y zzo y & Z “ o ; d’où nos deux 


équations fc changeront dans les fui vantes : 

— ZZ P d x -J— Q dy — f— R dz , 

d)+0+0+-CrÛ= 


& 


où il eft clair que, fi la denfité q étoit confiante, la condition de la der- 
nière équation feroit remplie ; mais que la première ne fauroit fubfîs- 
ter, à moins que la formule Vdx — Qdy — Rdz n’admit l’in- 
tégration, tout comme fî le fluide étoit en repos : & il eft naturel 
qu’un tel mouvement ne fauroit rien changer dans la preffion. 


XLTV. Mais fî la denfité q n’eft pas confiante, voyons d’abord 
quelle fonélion de x, y, s, & t elle doit erre, pour que la fécondé 
équation foit farisfaire. Voilà donc une queftion analytique bien eu- 
rieufe, par laquelle on demande quelle fonélion de x } y y s, 6t t y 
doive être prife pour q y afin qu’il devienne: 

& la folution de cette queftion paroit bien difficile étant prife dans 
toute fon étendue poffible. Mais, puisque dans le cas de a~ o, b~o } 
c“o, la quantité q feroit une fonélion quelconque de jt, y y & s,’ 
fans renfermer le tems t } fî nous ramenons ce cas à celui de repos en 
imprimant à l’efpace un mouvement égal & contraire, il eft évident 
qu’après le tems t les coordonnés x y y , & a, feront transformées 
par le changement en x — at y y — bt y z~~ct y d’où nous concluons 
qu’on fatisfera à notre équation en prenant pour q une fonélion quel- 

con- 


$ ft 

conque des trois quantités ' x—nt ; y—it’ } z—ct. Et en effet on 
s’aflure aifémenr, qu’une telle fon&ion fitisfair, puisqu’il y aura : 

dq — L {dx - a dt) -h M ( dy - b dt) -J- N ( d% - c dt )> 

6c partant : 

(g)=Li C|)=M; & (g> 

XLV. Or, pour fatisfoire à la première équation, il faut, comme 
fai déjà remarqué, que la formule différentielle Pdx— H f - 

foit telle , qu’étant multipliée par une certaine fonflion U elle devien- 
ne intégrable. Soir donc f\J(Pdx -J- Q dy -f- Rdz “ W, où la 
confiante qui entre par l'intégration renferme suffi d’une maniéré quel- 
conque le tems & il eft clair que la formule pyjr-f-Qtfy-^-Rtfa 
admettra auffi l’intégration, étant multipliée par U/,W, où U & W 
font des fondions connues, puisque les forces follicitantes font fup- 
pofées connues. Donc, fi q ne dépend poinr de p-, il faut qu’il y aie 
q " U/,W, d’oxî l’on doir déterminer la fonftion des trois quanti- 
tés x — at\y — bt\ 6c a — ct\ afin qu’elle foit reduftible à la forme 
U/,W. Or fi q dépend uniquement de p y il faut que la formule. 
P dx -4“ Q dy -f- R</s, foit abfolument intégrable, ou bien U“ r, 
& alors, puisque p fera trouvée égale à une fon<fiion de W, la den- 
fitc q en fera auffi fonction; qui devant auffi être fonétion des quantités. 
x—at\ y— ht 'y a— c/; on en déduira la nature de cette fonfüon* 

XLVI. Mais on voir qu’en générât la preffTon p doit toujours 
être une fonction de W, puisque d’ailleurs la denfité q^ ne fournit être 
une fonction finie. Soir donc p~f, W, & dp ~ dW f*, 

JW 

d’où à caufe de Pdx± Qdy + Rdz — on aura q zzU/',W. 

Ce cas ne fauroit donc fubfifter, â moins que la denfité q ne foit pro - 1 
portionnelle au produit de la quantité U par une fonction de la pres- 
sion p , ou bien au produit d'une telle quantité U(p,W r par une 

P p 3 fonc- 
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fonftion quelconque de p, prenant <p, W , pour marquer une fonc- 
tion donnée de W. Soit par exemple q ZZ pp\JÇ> } W, & on aura 


P> w “ 




d W 


~ (/, W). 2 (p, W, d'où l’on trouvera que la fonc- 


tion inconnue /, W eft cpmpofée de W: car dans cet exemple on aura 

ZÜ — yVW,<p\V Z^— - : & de là on exprimera p par W, & 

partant aufiî !a valeur de q fera connue. Laquelle, quand elle fera ré- 
duélible à la forme d’une fonftion des quantités jr — at , y— ht, z—ct, 
i’état fuppofé du fluide fera poffible, 6c on en connoitra la preflion 
6c la denfité pour tout tems 6c à chaque endroit. 

XLVI1, Un exemple éclaircira mieux ces opérations, lesquelles, 
puisque nous n’y fommes pas encore afles accoutumés, pourraient pa- 
raître trop obfcures. Soit donc P —y, Qjz:— 6c Rz^o, 6c 

avant — ~ydx— xdy^ nous aurons U “ — , 6c Wz:- -4-T. 

'i y y y * 

où T marque une fonction quelconque du tems t. Soit de plus 

pp dp ydxr-xdy ... i x 

q — — , 6c puisque — ~ ■ - ^ — , nous obtiendrons — zz0 , 


yy 


VP 


y y 


&c p Z Z - — ) où la confiante 0 renferme aufïi le tems £ . Nous 

®y — x 

aurons donc q zn ■ »: - - — .r, qui devant être fonftion de x — at* 
J {®y~x) z 1 

6c y — bty puisque z n’y entre pas, cela ne fauroit arriver autre- 
ment, que prenant © ZT y ; 6c alors nous aurons q “ 


6c p ~ 


b y 


(ay-bx)** 

- -, . Donc, ni la prefïïon, ni la denfité, ne dépendent 

a y — vx 

point du tems , ôc feront au même endroit conflamment les mêmes. 
Cet exemple fait voir, comment en d’autres cas qu’on voudra ima- 
giner, le calcul doit être manié. 


XLvnr. 


XLVIII. Ayant expédié ce cas, où les trois viteflès font cons* 
tantes, fuppofons maintenant , que deux vitefles v & w évanouifTent, 
Ce qui donnera le cas, où toutes les particules du fluide fe meuvent 
fuivant la direélion de l’axe OA, de forte que le chemin décrit par 
chacune foir une ligne droite parallèle à Taxe OA ; ce cas diffère du 
précèdent, puisque nous confidérons la vitefTe u , comme variable, tant 
par rapport au lieu qu’au rems. Ayant donc 



nos deux équations feront : ' 

^ = P</*+Q/^+R/* — dx (jÇ) — adx Çj£) > 

& (*)' + (li f) =0 - 

Cette derniere équation nous donne d’abord à connoirre, que cette for* 
mule qdx— qudt doit être intégrable : or, par rapport à cette inté* 
gration les quantités y & s, font regardées comme confiantes : il 
faut donc que q multiplié par dx~udt devienne une formule diffé* 
rentielle complette, ou intégrable. 

XLIX. Si la denfité du fluide efl partout St toujours la même 

^ ~ o , il efl 

clair que la vitefTe rr, doit être indépendante de la variable a-. Soit 
donc u une fonction quelconque des deux autres coordonnées y y c, 
& du tems t , & notre équation différentielle fera : 

^ = Prf* -f - Q dy -f- R d% dx ^0 ^ 

où le tems t efl fuppofé confiant : Il faut donc que cette formule 
foie intégrable. Donc, fi la formule tirée des forces follicitanres 
P dx 4- Q dy 4- R efl intégrable d’elle même, il faut que 

dx 


ou q une quantité confiante —g> puîsqu’alors 


3°4 


ix fë) le folt suffi. Or puisque es ne renferme pas x , s’il 
y avoir des y, Sc s, la formule dx(^-j^ ne fauroit être intégra- 
ble : il faut donc que ne renferme point y Sc s. Que 2 

foit une fonction quelconque de y & 3, & T une du feul rems t, & 
Ja valeur u rr Z -j- T fatisfera à cette condition, d’où Ton tirera à 

eaufc de P dx Q dy -j- R y 2 . “ dV & 

équation intégrale — ~ V — x — f— Conft. 


cette 


L. Pour déveloper mieux ce cas, il faut remarquer que chaque 
particule du fluide Z , n’a d’autre mouvement que félon la direction 
Z P parallèle à l’axe Z A, & partant chaque élément du fluide décrira 
par fon mouvement une ligne droite parallèle à cet axe, de forte que 
pour le même élément les deux coordonnées y & z ne changent 
point de valeur. Donc, ou le mouvement de chaque particule fera 
uniforme, ou changera avec le tems d’une telle maniéré, que toutes les 
particules fubiffent à chaque inftant des changemens égaux dans leurs 
mouvemens, ce qui eft évident par la formule a ~ Z —f— T. Or 


pour l’état de prefïïon ayant cette formule p~gV—gx 



-f- Conft. 


où la confiante peut renfermer le tems t d’une maniéré quelconque, 
elle dépend, outre de l’effort des forces V, encore de ce changement de 
viteffe, que chaque élément du fluide fubir; & outre cela elle peut va- 
rier avec le rems d’une maniéré quelconque. 


LI. Ce cas me fournit l’occafion d’éclaircir quelques doutes, 
qui doivent fe préfenrer naturellement, & dont l’explication fera très 
importante dans la théorie, tant de l’équilibre que du mouvement des 

flui- 



fluides. D'abord on fera forpris , qu’un changement dans la virefle 
du fluide puiflè avoir lieu, fans que les forces follicitantes P, Q^, R; 
concourent à le produire ; puisqu’on voit que ce changement foppofé 
pourroit fobfifter, quand même les forces follicitantes évanouïroient, 
& on demandera avec rai (on par quelle caufe ce changement eft pro- 
duit. Enfoite il femble aufli paradoxe, que la preflion puiflè varier 3 
chaque inftant d’une manière quelconque , & cela indépendamment 
dudit changement, auquel le mouvement eft aflujetti. Cette derniere 
difficulté fubfifte même dans l’état d'équilibre: car en faifânr évanouir 
les trois viteflès v, w> on a pour les fluides incompreflibles cette 

e'quarion intégra'e — — V -f- Conft. où la conlhnte peut renfer- 

g 

mer le tems t d’une maniéré quelconque. 

LU. Pour mieux comprendre cela, on n’a qu’à concevoir une 
Hiaflè déterminée, & renfermée dans un vaifleau ; & il eft clair que 
l’état de preflion ne dépend pas feulement des forces follicitantes, mais 
aufli des forces étrangères , qui peuvent agir fur le vaifleau. Car, 
quand même il n’y auroit point de forces follicitantes, par le moyen 
d’un pifton dont on agiroit fur le fluide, on pourroit produire focces- 
fivement tous les états poflibles de preflion fins que l’équilibre en fût 
trouble : or c’eft ce que notre formule , qui devient dans ce cas, 

— “ fonftion du tems t , nous donne à conrJoitre; d’où nous vo- 

g 

yons, que l’état de preflion peut varier à chaque inftant, & cela in- 
dépendamment de l'équilibre. Mais, connoiflsnt pour chaque inftant 
la preflion à un endroit quelconque, les prelfions en tous les autres 
endroits on feroit déterminées ; & puisqu'il pourroit arriver, que le 
pifton fut poufle tantôt avec plus, tantôt avec moins de forces, il faut 
que le calcul montre tous ces changemens poflibles : & la même varia- 
bilité doit aufli avoir lieu, quand le fluide eft folliciré par des forces 
accélératrices quelconques, de forte qu’à chaque inftant l’état de pres- 
fion eft indéterminé, & dépend de la force qui agit alors fur le pifton, 
dt /vW. Tom, XI. Qjq LUI . 


• *<* # 

LIIT. Voilà donc une différence très eflëntielle encre les forces 
accélératrices, qui agi fient fur tous les élémens du fluide, & entre laforce 
d’un pifton, dont le fluide eft pouflë: ce ne font que les forces accé- 
lératrices, qui entrent dans notre équation différentielle, & la force 
du pifton n’entre dans la culcul, qu’après qu’on aura intégré, & n’af- 
feéle que la confiante, que l’intégration entraine ; qu’il fout par confé- 
quent en chaque cas déterminer en forte, qu’à l’endroit du pifton la 
p refit on devienne préciféraent égale à la force, dont le pifton eft pou fie 
à chaque moment : & c’eft à caufe de cela, que lad ire confiante ren- 
ferme le tems, pour qu’on la puifie varier avec le rems à volonté, félon 
que les circonftances l’exigent. Cette variabilité peur toujours être 
repréfentée par l’aélion d’un pifton ; car de quelque nature que puiflè 
être un cas propofé, pour qu’il foir déterminé , il four toujours fuppo- 
fer, que du moins à un endroit du fluide la preilîon foir connue à cha- 
que inftant : & c’eft de cette circonftance, qu’il faut tirer la.détermi- 
oation de la confiante introduite dans Je calcul par l'intégration de 
notre équation différentielle. 

LIV. Mais pour notre cas du mouvement expliqué §. 43. fup- 
pofons aullï les forces accélératrices évanouïfTantes, ou V— o, & pour 
rendre le cas tout à fait déterminé, fuppofons u~n -f- tty -f- 
& nous aurons pour ce cas cette équation qui détermine la prefliotf 

— “ Conft. — ë x . Suppofons de plus cette confiante zz y -f- Jr, 

S 

de forte que ~ ZZ y -f- ^ — & voyons fous quelles conditions 

-ce mouvement puiflè avoir lieu. Puisque chaque élément du fluide 
fe meut félon la direction de l’axe OA, ce mouvement ne fauroit avoir 
lieu , que dans un tuyau cylindrique couché félon la même direction. 

Fig. 4. Soit AB J O ce tuyau, & qu’au commencement, où r~o, le flui- 
de en ait rempli la portion ABCD, Terminée par lesfeélions AB, & 
CD, perpendiculaires au tuyau. Comptons les abfcifiès x depuis Je 
point A, fur ia droite AI, & fur la bafe AB la preflïon étoic partout 
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^ iz y g : &. fiir l'autre bafe CD “l'y - Sg. AC ; mais ad dedaûl 
du fluide, à un endroit quelconque Z, pofant AP"jrj P Z — ■ y .• 
la prstüon écoic — Y § r — Sg^ Oa ne fàuroirdonc concevoir le flui- 


de dans le tuyau plus étendu que jusqu’en CD, prenant AC “ 
afin que la prcflïon en C D ne devienne négative. 


y 


LV. Pofons pour cette mafle dérerminée de fluide la longueur 
A C ~ b , la largeur AB“CD “r, la hauteur n’entrant pas en 
confédération , puisque, ni les vïrefies, ni les preflîons, ne dépendent 
point de la troifième coordonnée s, & prenant y“£i, dans l’état 
initial ABCD, la preflïon fur la bafe AB étoit ~ S b g , fur la bafe 
CDizo, & à un point quelconque ZzzSg-^— jQzr^g.CP. Or 
dans cet état nous fuppofons, que le fluide ,air un tel mouvement félon 
la direftion du tuyau, que la vitefle fur la ligne AC foit ~ a } fur la 
ligne BD rr/i -t-ae, & fur une ligne quelconque QR parallèle à 
la direction du tuyau ~ /t — (— <ty, pofant AQ^^CR"^. Nous 
concevons donc, que par une caufe quelconque ait été imprimé au fluide 
ce mouvement, & qu’il foit poufle au premierinftant fur lafurface AB 
par le moyen d’un pifton, par la force indiquée Sl>g t l’autre bafe CD 
n’étant aflujettie à aucune preflîon. Mais dans les inftans fuivans les for- 
ces qui «giflent fur les faces extrêmes pourraient varier à volonté: or 
cette variabilité eft déterminée par les hypothéfes, que nous venons 
d’établir; voyons donc comment en vertu de ces hypothéfes le mou- 
vement du fluide fera continué. 


LVI. Après un rems écoulé tous les élémens du fluide, 
qui Te trouvent fur la ligne QR, auront une vitefle félon cette même 
direction “ a -d- a>y -+- St, par laquelle ils parcourront dans l’ins- 
tant àt l’efpace (a-^-ay -+- ils auront donc parcouru de- 
puis le commencement Pefpacc ~at lé*?*?; & partant la 

filée du fluide qui étoit au commencement en QR, fe trouvera à pré- 
sent avancée en qr } ayant parcouru l’erpace 

Qjq a Done 
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Donc îfe fil A C fera parvenu en ae , ayant parcouru l’efpace 
A/i ZZ nt -f- £ ë/r , & le fil BD en hâ , ayant parcouru l’efpace 
“ /7* — |— etc ^ — j— ï§tt' } de forte que la raafîe fluide fera mainte- 
nant terminée par les faces a b & câ 7 droites, mais obliques à la direc- 
tion du tuyau. Or il faut qu’à préfenr la prefïîon fur la face a b en q 
foit — ë.Qq) b~^—St~ëat—aëyt—£§§tt)> 

& fur la face câ en 

r~g (££-+- St — ë.Qr)~g($t — ëat—aëyt—%ëëtt). 

Il faut donc concevoir des pi fions , qui ag irent avec ces forces fur les 
deux extrémités ab ôc câ , & puisque ces preiïïons ne font pas les 
mêmes par toute l’étendue de ces faces, il faut concevoir des piftons 
flexibles & pliables, par le moyen desquels ces prenions puiffcnt être 
exécutées. 

LVII. Ce mouvement demeureroit le même, fi dans l’intégra- 
tion de la preflîon />, nous euflîons pris au lieu de St une fonction 
quelconque de mais alors l’érat de preflîon dans la mafle fluide 
deviendroit different à chaque inflant, fans que le mouvement fup- 
pofé même du fluide en fouffrit quelque altération. Pofons donc 
St “ Çnt -f- a ëct -f- ië€tt , & après le tems t la preflîon à 
un point quelconque q de la face a b , fera ZZ.g y)t]t 

& dans un point quelconque a, fur la ligne qr, la preflîon fera 
g{êb a£(c— y)t~~§’ $%} > d’où la preflîon à l’autre extrémité r 

fera ZZ a § g (c — y)t. Donc, fur la face ab 7 la preflîon fera en 
a zz £g(b -f- ttet') j <5c en b ZZ Sgb : mais fur l’autre face câ, la 
preflîon fera en c — aSgct, & en d — o. Au refie chaque fil QR 
fe mouvra félon fa propre direction d’un mouvement uniformément 
accéléré, ou recevra en tems égaux des accroiflemcns égaux de vi telle. 
Le dévelopement de ce cas particulier peut fervir pour éclaircir le cal- 
cul qu’on aura à laite pour tous les autres cas. 

LYIII. Arrêtons-nous encore au cas propofé (§.48.), & fup- 
pofons la denfité q confiante ZZg : mais prenons les forces P, Qj R, 

telles, 
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telles, que le fluide ne fauroit jamais être à ^équilibre. Soit pour cet 
effet P “o, Qzr—j, & R ) & pofons , 


pour avoir 




xdy— xdz 

a 


yàx — zâx 


a 


i 


,, , . . , p r* n. xy—xz , , 

d ou nous tirons en intégrant — ~ Conlr. , ou la cor.s- 

g , . a 

tante peut renfermer le tems d’une maniéré quelconque. Il n’eft 
donc pas poiïible, que toute la mafTe du fluide demeure jamais en re- 
pos; car, quoique nous pofions l ~ o , pour avoir le fluide en repos 
au commencement t~ o, auflï-tàt après le premier inifant il fera 
agité, & il n’y aura que les élémens, où ^“o, ou a~o, ou 
a“o, qui demeureront en repos: tous les autres recevront un 
mouvement, ou en avant, ou en arrière, félon que jy-f-s, aura une 
valeur pofïtive, ou négative. On déterminera aufÏÏ aifément les près* 
fions réquifes pour maintenir ce mouvement fuppofé. 


LIX. Mais que la denflté ne foit plus confiante, mais variable, 

ou le fluide comprellible, & pour que qdx qudt devienne une 

différentiel complet, on peut prendre pour u une fonction quelcon- 
que des variables o-, y, a, & t\ car puisque ici on ne regarde que 
les deux x & t comme variables, & les deux autres y & z com- 
me confiantes, on pourra toujours afftgner une quantité r, telle que 

s{dx udt ) devienne intégrable. Soit S cette intégrée, ôt cette 

condition fera remplie, lorsqu’on prend fuppofant 

S “fs(dx udt). Maintenant il faut de plus, que cette équa- 

tion différentielle foit intégrable : 

i = p * + «y , + r * * (£) - » * (£), 

où je remarque que fl les forces P, Q, R, étoient évanouï /Tant es, 
la prefflon p déviai droit fon&ion de x & de r, & partant cette 

Qjî J quan- 


© JI» © 


qüan'ité + *(£)). 


ne devroit renfermer que les deux 


variables x ét t, d’où la nature de la fonftion v, entant qu’elle peut 
renfermer y & o, doit être déterminée. 


LX. Quoique j’aye fuppofé ici v rr o & tu “ o, ces for- 
mules renferment tous Igs cas, où le mouvement de toutes les parti- 
cules du fluide fuit toujours la même direction ; car on n’aura qu’à pren- 
dre i’axe OA fur cette même direction. Or delà nous pourrons réci- 
proquement réfoudre nos formules, lorsque la direéHon du mouve- 
ment eft oblique à la pofirion des trois axes, ce qui ne manquera pas 
de nous fournir quelques éclairciftèmens dans cette Analyfe. Pour 
cet effet confidérons la vjtefle vraye d’une particule quelconque Z du 
fluide qui foit “ #, & puisque fa direction eft donnée à l’égard des 
trois axes, les vitefles dérivées y tiennent des rapports donnés. Soit 
donc : u — a tt -, v “ Ê# ; & w “ y«; 

& pofant dû— Kdt -+- bdx M à y — (— Nrfs, nous aurons; 

X et K | aah | ci Ç M j ci y bJ 

Y — £K ctÇL -1- ggM -1- gyN 

Z — yK -1— ct-yL -+- gyM — (— yyN. 

Donc, fi nous pofons pour abréger K-(-aL-4- gM -f-yN zz O, 
ayant X ^aO, Y“SO, Z“yO, nos équations feront : 

— ZZ.P àx -4- Q Jy O (tld x -(— g à y ydz)< 

' C-î)+-©)+<t)+'®)=- 


LXI. Soit d’abord la denfité fZZg> & pour fatisfaire à cette 

égal ité a H“ 7 “ 0 > nous avons v “ dans 

le §. 44) que la quantité «.doit être une fonction quelconque des quan- 
tités 


rités ay — €x & aa — yx, ou Ça — yy, & qui puifle ou- 
tre cela renfermer le tems t d'une maniéré quelconque. Soit donc H 
une fonction quelconque des quantités ay — Çx, as— yx, & t t 

puisque la formule Çs y y eft déjà formée des deux autres, & on 

comprend aifément de là , que dans chaque inftam la viteffe des parti- 
cules qui fe trouvent dans une même ligne droite, parallèle à la direc- 
tion du mouvement, eft par tour la même, tout comme la narure de 
l’hypothefe exige. Donc le différentiel de V aura une telle forme ; 

du “ F dt -f- G(ady Sdx) -|-H (adz — y</x), 

de forte que ; 

K — F; Lrz-ÇG — yH; M-«G; & NraHj 

& partant 0“F fonction de ay Çx, as — yx, & de t : 

d’où l’équation différentielle qui refte à réfoudre, fera : 


il 


“P dx -j— Qdy -f- Rda FÇadx -f- £dy-\-ydz). 


LXÎI. Le rems t étant ici fuppofé confiant, fi la formule 
Vdx -\-Qdy -\-Rdz “ dV y & intégrable d’elle-même, il faut 
que l’autre partie F(et dx Çdy -J- ydz ) le foit aufii; ce qui ne 
fauroir arriver, à moins que F ne foit une fonction de ax—f— §y — |— ys, 
& du tems t. Mais il faut de plus que F foit aufii une fonction des 
quantités ay — Sx, as — yx, & du tems t: donc puisque la 
formule ar—f-Çjy-j— ys, n’elt pas compofée des formules ay— Çx, 

& as yx, il eft évident que la quantité F doit être fonction du 

feul rems t. Par conféquent la viteftê » fera en forte 8 ~ Z —h* T, 

où Z marque-une fonction quelconque des deux quantités ay Çx, 

& as y.r, fans renfermer le tems t, <Sc T eft une fonéFon quel- 

conque du fcul tems r, de forte que dT ZZ F dt. D’où l’intégrale 

de notre équation différentielle fera — ~ V— F(ox-f Çy-fya)-f Conft. 

S 

où la confiante peur renfermer le rems t d'une manier© quelconque. 
Cette équation intégrale jointe à s = Z T contient tout ce qui 
regarde le mouvement du cas propofé. lxiii. 
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LXin. Mais fi Ja denfité q n’eft pas confiante 9 îl fera impor- 
tant de deoouvrir Ja réfolution de cette formule : 

Or, quelque difficile que cela puiffie paroirre, la réduction au cas pré- 
cédent nous montre, que la virefie s peut être une fonction quelcon- 
que des quatre variables -r, y y c, & /, mais que la valeur de f 
doit être déterminée de la maniéré fuivanre. Qu’on confidére en géné- 
ral une telle formule : 

s {/dx -f- mdy — {— ndz a dt) — dS y 

qui étant par s multipliée eft devenue intégrable , & foit q~sf:$‘ ; 
donc pofant d-f:S dS.f 1 '. S, notre formule deviendra: 

H- S ! f- s Gp+ e “/' s (?%)+ s f- s - m 

4- 7 S + •/«/ : s + y */: S. ut 

qui doit être égale à zéro : 

LXIV. Faifons d’abord évanouir les termes a fiertés par f-, S, 
& nous en obtiendrons i ~ a/ -f- -|- y» , & Je refte étant 
divifé par /: S donne: 

ô+-(é>'< J f)+Æ‘)=o, 

qui eft bien femblable à la propofée, mais il faut remarquer que l’inté- 
grabi lire delà valeur dS renferme ces conditions: 

fd.süs. fd- /d.rÿ s. sd.ms-y. rà. s ÿy. sd. ns\ 

\17)— \ dt J ’ \d y )—\7r) > \7ï)—~\7r) ’ 

d’où 


d’où nous tirons : ( t a. / — £ m — y «) , ce qui eft 

d’accord avec la condition précédente. Donc, pourvû qu'il foit 
a l — |— S m —J— y h “ i , de s une telle fonftion qui rende 
s(ldx -|— mdy — f- ndz — tidt) ~ d S, ou intégrable, on fatis* 

fera à notre formule, lorsqu’on prend q “ sf-. S , ou égal à une 

fonflion quelconque de S- Il n’eft pas néceffaire que les quantités 
/, & », foiçnr confiantes, mais alurs il faut qu’il foit 

or cette condition eft déjà renfermée dans l’équation i“a/-|-£w-|-y». 


LXV. Or il faut de plus que S, m, de », foient de telles 
fondions, que l’équation différentielle Idx -f mdy ndy — adt — o 
devienne polfible i car fans cette condition il feroit impoflible de trouver 
un multiplicateur s , qui rendit cette formule intégrable. Or, ayant 
pris à volonté une valeur pour /, celles de m & n en feront déjà déter- 
minées, de nous nous pourrons dispenfer de les chercher, en pofant 


al — i où / “ —, car alors il faut qu’il foit ? m — f- y » — n • 

CL 

de on n’aura qu’à chercher un tel fadeur r, que cette formule 
s Or — * d 0 devienne intégrable, où l’on regardera les deux 

quantités^ de z comme confiantes. Soit donc S“ — adt^ i 

de Forte que S renferme y de s comme des confiantes, de on pourra 
prendre q—sf: S: ce qui nous fournit la même folution, que h nous 
eullïons tellement changé la pofition des trois axes, que l’un convint 
avec la diredion du mouvement de tous les élémens du fluide. D’où 
nous voyons que cette reftridion apparente n’affoiblit point la généra- 
lité de la folution. 

Mm. dt C/imd. Tom. XI. R T LXVI- 
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LXVL De la même maniéré on pourroit déveloper plu fleuri 
autres cas particuliers, qui auronr, tantôt une plus grande , tantôt une 
plus petite étendue ; mais on n’en trouvera point, qui foit plus géné- 
ral que celui, où les trois vireffes k, ü, & <w, font telles, que la for- 
mule u d x vdy i}3 d% devienne intégrable. Soit S l’intégra- 
le, qui contenant encore le tems t foit fon différentiel complet : 
d S — udx -+- vdy -H T üdz H- Udt t & puisque 
/du\ sdU, sd v v sdvr\ 

\7Ù=bù ’ bù-Qp ’ bî)-bù 



nous aurons : 


*=(©+•©+■ ©+•© 
y = c^) + - © ■+■ ' © ■+■ - © 

2 =C©+-©+-©+-© 

& notre équation différentielle deviendra : 

— ” Pdx — 1— Qdy ~ — àïi u du vdv wdttt 

(dont le dernier membre eft abfolument intégrable), 

& l’autre équation demeure : 

GD+C ©+©)+©”) = •■ 


LXVII. Tout fe réduit donc à trouver des valeurs convenables 
pour les trois vireffes v , & qui fatisfaffent à nos deux équa- 

tions, qui renferment tout ce qui regarde norre connoiffance fur le 
mouvement des fluides. Car ayant ces trois viteffes, on pourra dé- 

ler- 
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terminer le chemin , que chaque élément du fluide parcourt par foa 
mouvement. Confidérons la particule qui fe trouve à préfent en Z, 5c 
pour trouver le chemin , qu’elle a déjà parcouru , 5c qu’elle parcourra 
encore, puisque fes trois viteflès », v, 5c îü, font fuppofées connues, 
nous aurons pour Ton lieu à i’inftanc fuivant , dxziz udt • dy ~ vdt 
6c dz — w dt Qu’on élimine de ces trois égalités le tems r, & on 
aura encore deux équarions emre les trois coordonnées x-,y 5c s, qui 
détermineront le chemin cherché de l’élément du fluide , qui fe trouve 
actuellement en Z, 5c en général on en connoirra 3a route , que chaque 
particule a décrite, 5c décrira encore. 

LXVIlï. La détermination de ces routes eft de îa demiere im- 
portance , 5c doit fervir pour appliquer la Théorie à chaque cas pro- 
pofé. Car fi la figure du vaiflêau, dans lequel le fluide fe meut, eft 
donnée, les particules du fluide, qui touchent à la furface du vaiflèau, 
en doivent fuivre néceflairement la direction : 5c partant les viteflès 
», v, 5c îü, doivent être relies, que les routes qui en feront déduites, 
■tombent dans la furface même. Or nous voyons par là ruffifammenr, 
combien nous Tommes encore éloignés de la connoiflànce complette da 
mouvement des fluides, 5c que ce que je viens d’expliquer, n’en con- 
tient qu’un foible commencement. Cependant tout ce que Ja Théorie 
des fluides renferme , eft contenu dans Jes deux équations rapportées 
cy - deflus (§. XXXIV.) , de forte que ce ne font pas les principes de 
Méchanique qui nous manquent dans la pourfuite de ces recherches, 
mais uniquement l’Analyfe, qui n’eft pas encore afles cultivée, pour 
ce deflèin : ôc partant on voit clairement, quelles découvertes nous 
relient encore à faire dans cette Science, avant que nous puifllons arri- 
ver à une Théorie plus parfaite du mouvement des .fluides. 
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